Doğrudan ayrık tasarım ile Hamiltonian sistemlerde bozucu bastırma by Yaprak YALÇIN et al.
itüdergisi/d 
mühendislik 
Cilt: 10, Sayı: 3, 61-70 
Haziran 2011 
 
*Yazışmaların yapılacağı yazar: Yaprak YALÇIN. yalciny@itu.edu.tr; Tel: (212) 285 69 88. 
Bu makale, birinci yazar tarafından İTÜ Fen Bilimleri Enstitüsü, Kontrol ve Otomasyon Programında tamamlanmış 
olan "Hamiltonian sistemler için ayrık-zamanlı dayanıklı kontrolör tasarımı" adlı doktora tezinden hazırlanmıştır. Ma-
kale metni 14.06.2010 tarihinde dergiye ulaşmış, 30.06.2010 tarihinde basım kararı alınmıştır. Makale ile ilgili tartışma-
lar 31.08.2011 tarihine kadar dergiye gönderilmelidir. 
Bu makaleye “Yalçın, Y., Gören Sümer, L., Kurtulan, S., (2011) „Doğrudan ayrık tasarım ile Hamiltonian sistemlerde 
bozucu bastırma‟, İTÜ Dergisi/D Mühendislik, 10: 3, 61-70” şeklinde atıf yapabilirsiniz. 
 
Özet 
 
Bozucu bastırma problemi pratik uygulamalar için önemli bir konudur. Literatürde, H∞ yaklaşımı 
hem doğrusal hem de doğrusal olmayan sistemlerin bozucu bastırma probleminin çözümünde kul-
lanılan tekniklerden biridir. Kapı-kontrollü Hamiltonian (PCH, port-controlled Hamiltonian) yak-
laşımı ise mekanik ve elektrik alt sistemlerden oluşan karmaşık doğrusal olmayan sistemlerin mo-
dellenmesi ve kontrolü için önerilmiş güçlü bir tekniktir. Ayrıca, teknolojinin gelişim yönüne koşut 
olarak günümüzde mühendislik uygulamalarında bilgisayarlı kontrol sistemleri tercih edildiğinden, 
ayrık zamanlı doğrusal olmayan sistemler için modelleme ve kontrol yöntemleri geliştirmek önemli 
olmuştur. Bu çalışmada n-serbestlik dereceli Hamiltonian sistemler için ayrık zamanlı bozucu bas-
tırma problemi ele alınmış ve bir doğrudan ayrık tasarım yöntemi önerilmiştir. Ele alınan proble-
min çözümüne ilişkin koşulları verebilmek için öncelikle, verilen Hamiltonian sistemin ayrık zaman-
lı dinamiklerini gradyan temeli bir ayrık zamanlı modelleme yöntemi ile türetmeye olanak sağlayan 
uygun bir ayrık-gradyan tanımlanmıştır. Ele alınan sistemler için bozucu bastırma problemi ayrık 
zamanda ifade edilmiş ve bir doğrusal olmayan durum geribesleme kontrol kuralı ile çözümün var-
lığına ilişkin yeter koşul bir teorem ile verilmiştir. Genel doğrusal olmayan sistemler için kısmı di-
feransiyel bir HJI (Hamilton-Jacobi-Isaacs) eşitsizliği olan yeter koşul bu çalışmada bir cebirsel 
HJI eşitsizliği olarak elde edilmiştir. Önerilen doğrudan ayrık tasarım yöntemi çift sarkaç sistemi-
nin bozucu bastırma probleminin çözümünde kullanılmış ve benzetim yoluyla başarımı sınanmıştır. 
Benzetim sonuçları, bu çalışmada önerilen doğrudan ayrık tasarım ile elde edilen ayrık zamanlı 
bozucu bastırma kontrol kuralının emulatör kontrol kuralına göre daha yüksek başarıma sahip ol-
duğunu göstermektedir. Ayrıca, önerilen kontrol kuralının hesap karmaşıklığı, emulatör kontrolün 
karmaşıklığı ile hemen hemen aynıdır. 
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Disturbance attenuation in  
Hamiltonian systems via direct  
digital design 
 
Extended abstract 
In last decades, there are many ongoing researches 
on the subject of the modelling and control of com-
plex nonlinear systems. The port-controlled Hamil-
tonian (PCH) approach is an important modeling 
and control technique which has been proposed for 
complex nonlinear systems, especially where electri-
cal and mechanical sub-systems have to be consid-
ered together. Besides, the disturbance attenuation 
problem and the design of controllers under para-
metric and/or structural uncertainties are important 
issues in practical applications. In the literature, the 
H∞ approach has been used to solve the disturbance 
attenuation problem and to provide robust control 
for nonlinear systems. While the disturbance attenu-
ation problem characterized by means of the so-
called L2 gain of a general non-linear system is re-
quired to solve the Hamilton-Jacobi-Isaacs (HJI) 
partial differential inequality, the same problem for 
Hamiltonian systems can be reduced to solve an al-
gebraic HJI. For this reason, in literature, some 
nonlinear H∞ control problems for Hamiltonian sys-
tems have been defined and some sufficient condi-
tions have been presented to solve the proposed 
problems. 
 
On the other hand, it is well known that nowadays 
computer-controlled systems using industrial pro-
cessors are preferred in engineering practice be-
cause of the simplicity and flexibility of their imple-
mentation. Therefore, it has been gained more im-
portance to develop modeling and control tech-
niques for discrete-time nonlinear systems. In litera-
ture, there are several studies on discrete time non-
linear systems, which can be classified, roughly, in 
two groups. While one group deals with the concepts 
of the losslessness, the feedback equivalence and the 
global stabilization of discrete-time non-linear sys-
tems, the other group works deriving the discrete-
time counterpart of the H∞ control techniques which 
are developed using the exact model of the system. It 
should be noted that a direct discrete-time PBC 
(Passivity Based Control) control method by using 
an approximate discrete-time Hamiltonian model 
has been developed by Astolfi and Laila 
(2005,2006b), recently. 
In this study, the discrete-time counterpart of dis-
turbance attenuation problem for a class of Hamil-
tonian systems (n-dof mechanical systems) is inves-
tigated and a sufficient condition for the solution of 
the problem is given To fulfill, firstly a discrete-time 
equation, which corresponds to the given Hamilto-
nian system, is derived by a gradient based discrete-
time modeling technique. For this purpose an ap-
propriate discrete gradient definition is presented. 
Afterwards, using this equation, the disturbance at-
tenuation problem characterized by the means of L2 
gain is defined and the results are presented as a 
theorem, which provides a sufficient condition on 
the existence of the solution of the proposed prob-
lem. 
 
In order to obtain the discrete-time version of dis-
turbance attenuation problem for the Hamiltonian 
systems, a term corresponding to the discrete ver-
sion of the gradient term in the continuous Hamilto-
nian model is needed. For separable Hamiltonian 
systems, the discrete gradient defined in this study 
satisfies both of the discrete-gradient conditions giv-
en in (Gonzales, 1996), but it does not satisfy the 
first condition precisely, for non-separable case. The 
main results of this study presented as a theorem is 
derived under the assumption such that, there exists 
a discrete gradient which satisfies the discrete-
gradient conditions exactly. A detailed discussion is 
also given for the case where the conditions are not 
precisely satisfied. The given discussion should be 
taken into account while the condition HJ1in the 
theorem is used for the design of discrete-time con-
trol rule, especially when slow sampling is used. 
 
The proposed direct discrete-time design method is 
utilized to solve the disturbance attenuation problem 
of the double pendulum system and tested by simula-
tions. The simulation results have demonstrated that 
the controller obtained using the method developed 
in this paper has better performance than the emula-
tor controller for sampled data Hamiltonian sys-
tems. It should be noted that the computational com-
plexity of the discrete control rule obtained in this is 
nearly same as the computational complexity of the 
emulation controller. This property might provide an 
important advantage especially in industrial appli-
cations. 
 
Keywords: Hamiltonian Systems, Discrete-gradient, 
Discrete-time control, H∞-optimal control, Disturb-
ance Attenuation. 
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Giriş 
Son yirmi yıldır, özellikle mekanik ve elektrik 
alt sistemlerden oluşan doğrusal olmayan kar-
maşık sistemlerin modellenmesi ve kontrolü için 
yapılan çalışmaların yoğunlaştığı görülmektedir. 
Pasiflik temelli kontrol (PBC, Passivity Based 
Control), hem Euler-Lagrange ve hem de Kapı-
kontrollü Hamiltonian (PCH, Port-Controlled 
Hamiltonian) sistemlerin kararlı kılınması ve 
konum kontrolü için geliştirilmiş güçlü bir tasa-
rım tekniğidir (Ortega vd., 1998). PCH sistem 
gösterilimi ise karmaşık doğrusal olmayan, 
özellikle elektrik ve mekanik alt sistemlerin bir-
likte bulunduğu, sistemler için önerilmiş önemli 
kontrol modellerinden biridir. Son yıllarda, lite-
ratürde bu konuda çok sayıda çalışma bulun-
maktadır. Bu modelin tercih edilmesinin en 
önemli nedeni, sisteme ilişkin Hamiltonian 
fonksiyonun, sistem için bir Lyapunov fonksi-
yonu olarak kullanılabilmesi ve bu yaklaşımın 
kontrol kuralı tasarımında kolaylık sağlamasıdır 
(Van der Schaft, 2000; Ortega vd., 2002; Ortega 
ve Garcia-Canseco, 2004). 
 
Mühendislik uygulamalarında, gerçekleme ko-
laylıkları ve esneklikleri nedeni ile endüstriyel 
işlemcileri kullanan bilgisayar kontrollü sistem-
ler tercih edilmektedir. Bu durum, doğrusal ol-
mayan ayrık zamanlı sistemlerin modellenmesi 
ve kontrolü için yöntemler geliştirmenin önemi-
ni giderek artırmaktadır. 
 
H∞ yaklaşımı, hem doğrusal hem de doğrusal 
olmayan sistemler için önemli kontrol mühen-
disliği problemlerinden olan, bozucu bastırma 
ve belirsizlikler altında dayanıklı kontrol kuralı 
tasarımı problemlerini çözmek için kullanılmak-
tadır. Özellikle, sürekli doğrusal olmayan sis-
temlerin yerel bozucu bastırma problemi ayrıntı-
lı olarak incelenmiştir (Isidori ve Astolfi, 1992; 
Isidori ve Kang, 1995; Shen ve Tamura 1995; 
Lu vd., 2000). L2 kazancı ile karakterize edilen 
bozucu bastırma probleminin çözümü genel 
doğrusal olmayan sistemler için Hamilton-
Jacobi-Isaacs (HJI) kısmi diferansiyel eşitsizli-
ğinin çözümünü gerektirirken, aynı problem 
Hamiltonian sistemler için cebirsel HJI‟ya in-
dirgenebilmektedir. Bu nedenle bazı çalışmalar-
da, sürekli Hamiltonian sistemler için H∞ kont-
rol problemleri tanımlanmış ve önerilen prob-
lemler için yeter koşullar verilmiştir (Xi ve 
Cheng, 2000; Mei vd., 2005). Ancak, literatür-
de, Hamiltonian sistemlerin ayrık zamanlı bir 
kontrol kuralı ile bozucu bastırma problemi ta-
nımı ve buna ilişkin çözüm önerisi bulunma-
maktadır. 
 
Bu çalışmada, bir sınıf Hamiltonian sistem için 
bozucu bastırma probleminin ayrık zamanlı kar-
şılığının geliştirilmesi üzerinde çalışılmış ve 
problemin çözümü için bir yeter koşul verilmiş-
tir. Bu amaçla, uygun bir ayrık-gradyan kullanı-
larak, verilen Hamiltonian sisteme ilişkin ayrık 
zamanlı denklemler elde edilmiştir. Sonra, bu 
denklemler kullanılarak, L2 kazancı üzerinden 
tanımlanan bozucu bastırma problemi ifade 
edilmiş ve sonuçlar problemin çözümüne ilişkin 
bir yeter koşul sunan bir teorem ile verilmiştir. 
Önerilen doğrudan ayrık zamanlı tasarım yön-
temi çift sarkaç sisteminin bozucu bastırma 
probleminin çözümü için kullanılmış ve benze-
timlere ilişkin sonuçlar verilmiştir. 
Doğrudan ayrık tasarım yöntemi 
Bu bölümde, sürekli modeli aşağıda tanımlan-
mış Hamiltonian sistemler için bozucu bastırma 
problemi ayrık zamanda ifade edilecek ve çö-
zümüne ilişkin yeter koşul verilecektir. 
Dinamik denklemleri, 
 
( ( , )) ( , ) ( ) ( )
( ) ( ) ( , )
1 2
T
1
q
J R q p H q p G q w G q u
p
y t G q H q p
 
     
 
 
       (1) 
 
biçiminde verilen Hamiltonian sistemi ele alın-
sın. Burada ( , ) 2nx2nq p X   genelleştirilmiş 
koordinatlar, ,
m1y w sırası ile bozucu girişi 
ve sistem çıkışı, m2u  kontrol girişi, J  stan-
dart ters-simetrik iç bağlantı matrisi ve 
( , ) 2nx2nR q p   yarı kesin pozitif simetrik bir 
matristir. Bu matrisler, 
 
n
n
0 I
J
I 0
 
  
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   ,
( , )
( , )
( , )
1
nxn
1
0 0
R q p
0 R q p
R q p 0
 
  
 
 
   (2) 
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biçimindedir. ( ) nxm11g q  , ( )
nxm2
2g q   ol-
mak üzere, bozucu ve kontrol giriş matrisleri – 
kapı yapıları- ise, 
 
( )
( )
1
1
0
G q
g q
 
  
 
, ( )
( )
2
2
0
G q
g q
 
  
 
   (3) 
 
ile tanımlanır. Bu sistem genelleştirilmiş koor-
dinatlarda tanımlanmış bozucu altında bir Kapı-
kontrollü Hamiltonian sistemdir. Ayrıca, 
: 2nH    sistemin Hamiltonian fonksiyonu 
ya da sistemin enerji fonksiyonudur. 
( ) ( )TM q M q 0   genelleştirilmiş kütle matrisi 
olmak üzere enerji fonksiyonu şu yapıdadır. 
 
( , ) ( ) ( )T 1
1
H q p p M q p P q
2
 
  
(4) 
 
Eğer ( ) nxnM q M   sabit matris ise sistem 
bir doğrusal (separable) Hamiltonian sistemdir 
ve eğer m2=n ise sistem tam sürülmüş (fully-
actuated) denir. Burada sistemin tam sürülmüş 
olduğu kabul edilmiştir. 
 
Doğrudan ayrık kontrolör tasarım yöntemi öne-
rebilmek için sistemin ayrık modelinin varlığı 
gereklidir. Bu nedenle (1)‟deki sürekli sistemin 
daha önce Yalçın ve Gören-Sümer, (2007), Gö-
ren-Sümer ve Yalçın, (2008) çalışmalarında 
önerilmiş olan gradyan temelli ayrık zamanlı 
modelleme yöntemi ile ayrık zamanlı denklem-
leri elde edilecektir. Bunun için, (1)‟de yer alan 
gradyan ifadesinin ayrık karşılığının kullanılma-
sı gerekmektedir. Bu amaçla, (Gonzales ve Si-
mo, 1996)‟da verilmiş ve aşağıda alıntılanmış 
olan ayrık-gradyan tanımından yararlanılacaktır. 
 
Tanım 1- (x)H , x ‟e göre türevlenebilir bir 
fonksiyon olsun. ( ( ), ( ))H x k x k 1  sürekli ise 
ve 
 
 
 
( ( ), ( )) ( ) ( )
( )) ( ( )
TH x k x k 1 x k 1 x k
H x k 1 H x k
   
  
  (5) 
 
( ( ), ( )) ( ( ))H x k x k H x k    (6) 
 
ilişkilerini sağlıyorsa bir ayrık-gradyandır. 
Ayrıca belirtilmelidir ki, ileride bir teoremle su-
nulacak olan bozucu bastırma probleminin çö-
zümü, Tanım 1‟deki koşulları tam olarak sağla-
yan bir ( ( ), ( ))H x k x k 1   ayrık- gradyanın 
varlığı kabulü altında türetilmiştir. Koşulların 
tam olarak sağlanmaması durumu için enerji 
ilişkileri üzerinden bir irdeleme de yapılacaktır. 
 
Durum değişkenlerinin türevleri için, 
 
,k 1 k k 1 k
q q p p
q p
T T
   
  
(7) 
 
yaklaşıklığı yapılarak ve ayrık-gradyan 
( ( ), ( ))H x k x k 1  , kullanılarak (1)‟de verilen 
sistemin ayrık-zaman karşılığı, T örnekleme pe-
riyodu olmak üzere, aşağıdaki gibi elde edilebi-
lir, 
 
( ( , )) ( )
( )
( )
k 1 k
k k 1 k
k 1 k
2 k
T
k 1 k
q q
T J R q p H T G q w
p p
T G q u
y G q H


 
    
 

 
         (8) 
 
şeklinde elde edilir. Sistem için bir ceza değiş-
keni (penalty signal), 
 
( , )
( , )
k
k k
k k k k
y
z q p
d q p u
 
  
 
               (9) 
 
şeklinde tanımlansın ve bozucu bastırma ölçütü 
ise, 
 
{ ( , ) }
N N
2T T 2
k k k k k k k
k 0 k 0
y y u D q p u w
 
               (10) 
 
seçilsin. Burada ( )k kd q , p  tam ranklı bir matris 
olmak üzere ( , ) ( , ) ( , )Tk k k k k kD q p d q p d q p  
verilmiş bir ağırlık matrisidir ve   bozucu bas-
tırma seviyesine karşı düşen gerçek değerli po-
zitif bir skalerdir. Bozucu bastırma problemi, 
sistem (8)‟i asimptotik kararlı bırakan ve bozu-
cu giriş w‟nın, z ceza değişkeni üzerindeki etki-
sini, L2 anlamında en az yapan ( , )k k ku c q p  
şeklinde bir geribesleme kontrol kuralı inşa et-
mek olarak tanımlanır. 
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(8-10) ilişkileri ile tanımlanan bozucu bastırma 
probleminin çözümüne ilişkin, bu çalışmada tü-
retilen koşullar, Teorem 1‟de verilmiştir. 
 
Teorem 1- (8) ile verilen ayrık zamanlı kapı- 
kontrollü Hamiltonian sistemi ve (8-10) ile ta-
nımlanan bozucu bastırma problemini ele alın-
sın. Aşağıdaki koşulların sağlandığı varsayılsın; 
 
I. Sistem, yk çıkışına göre sıfır-durum sezi-
lebilirdir. 
II. Ağırlık matrisi ( , )k kd q p  tam sütün 
ranklıdır. 
III. Denge noktası x 0  , ( )H x ‟in bir (ke-
sin) yerel minimumudur. 
IV. Tanım 1‟deki koşulları tam olarak sağla-
yan bir, ( ( ), ( ))H x k x k 1  , 
{ , } 2nx2nx q p  , ayrık-gradyan vardır. 
 
Önceden verilmiş bir bozucu bastırma seviyesi 
  için, eğer, 
 
( ) ( ) ( ){ } ( )
( , ) ( ) ( )
2 2 2 T 2 2 T 1 T
1 k 1 2 k k k 2 k
T
1 k k 1 k 1 k
T g q g q T g q d d g q
2 TR q p g q g q 0
  

 
  
  (11) 
 
biçimindeki Hamilton-Jacobi-Isaacs (HJI)  eşit-
sizliğini sağlayan bir pozitif gerçek  sayısı var 
ise, giriş w‟dan, çıkış z‟ye L2 kazancını en fazla 
  yapan bir statik geribesleme kontrol kuralı 
vardır ve bu kontrol kuralı ( , )k k ku c q p ; 
 
 { } ( )T 1 Tk k k 2 k pu T d d g q H
               (12) 
 
biçimindedir. 
 
İspat- (11)‟de verilen HJI eşitsizliğini verilen 
bir   için sağlayan bir   var olsun. (8) ifadesi 
soldan TH  ile çarpılır ve ayrık-gradyan tanı-
mının ilk koşulu kullanılırsa aşağıdaki ilişki el-
de edilir, 
 
( ) ( )
( , ) ( )
( )
T
k 1 kq
k 1 kp
T T
p 1 k k p p 1 k k
T
p 2 k k
q qH
H k 1 H k
p pH
H T R q p H H T g q w
H T g q u


    
      
    
   

     (13) 
J, ters-simetrik bir matris olduğundan 
TH J H 0   ‟dır. Kesin pozitif bir ( )V k  
fonksiyonu, 
 
     ( ) ( )V k H k                                      (14) 
 
tanımlandığında, (10)‟dan, 
 
( ) ( ) ( , )
( ) ( )
T
p 1 k k p
T T
p 1 k k p 2 k k
V k 1 V k H T R q p H
HT g q w HT g q u

 
     
   
       (15) 
 
ilişkisi yazılabilir. Eşitsizlik (11)‟den 
1R  terimi 
çekildiğinde elde edilen eşitsizlik, (15) ilişkisi 
ile birlikte değerlendirildiğinde, 
 
( ) ( ) ( ) ( )
( ){ } ( )
( ) ( ) ( )
( )
2 2 2
T T
p 1 k 1 k p
2 2
T T 1 T
p 2 k k k 2 k p
T T T
p 1 k 1 k p p 1 k k
T
p 2 k k
T
V k 1 V k H g q g q H
2
T
H g q d d g q H
2
1
H g q g q H H Tg q w
2
T Hg q u
 





     
  
    
 
(16) 
 
yazılabilir ve bazı cebir işlemlerden sonra, 
 
( ) ( ) ( )
{ } ( ) { }
{ }
2
T
1 k p k
2
1 1
T T T2 2
k k 2 k p k k k
2
2 T T T
k k k k k k k
1 T
V k 1 V k g q H w
2
1
T d d g q H d d u
2
1
w y y u d d u
2 2





 
     
  
  
(17) 
 
eşitsizliği elde edilir. Bu ilişkinin sağ tarafındaki 
ilk terim her zaman negatiftir ve kontrol kuralı 
(12) ikinci terimde yerine yazıldığında bu terim 
sıfır olmaktadır. Sonuç olarak, bu eşitsizlikten, 
 
( ) ( ) { }
2
2 T T T
k k k k k k k
1
V k 1 V k w y y u d d u
2 2

        (18) 
 
kayıplı olma eşitsizliği elde edilir. Burada, 
(9)‟da verilen kz  tanımı kullanılırsa, bu eşitsiz-
liğin, 
( ) ( )
2
2 2
k k
1
V k 1 V k w z
2 2

       (19) 
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eşitsizliğine eşdeğer olduğu kolaylıkla görülebi-
lir. Böylece, (8-9) ile verilen sistem için (12) ile 
verilen kontrol kuralı kullanıldığında elde edilen 
kapalı çevrimli sistemin, belirli bir bozucu bas-
tırma seviyesi  ‟ yı, - L2 kazancı anlamında bo-
zucu bastırma ölçütünü - sağladığı gösterilmiş 
olur. 
 
Aşağıdaki uyarı, Teorem 1‟deki ayrık-gradyanın 
Tanım 1„de verilen koşullardan ilkini tam olarak 
sağlamadığı durumu irdelemek amacı ile veril-
miştir. 
 
Uyarı 1- Teorem 1‟de kullanılan, 
( ( ), ( ))H x k x k 1  , { , } 2nx2nx q p  , ayrık-
gradyanın Tanım 1 ile verilen koşulların ikinci-
sini tam olarak sağladığı ancak birinci koşulu 
tam olarak sağlamadığı durum ele alınsın Bu 
durumda, ayrık enerji fonksiyonu sürekli siste-
min enerji fonksiyonundan farklı olacaktır. Ay-
rık enerji fonksiyonu ˆ ( )kH x  olmak üzere, 
 
 ( ) ( )
ˆ ˆ( ) ( )
T T
k k
k 1 k
H J R x H H R x H
H x H x
T

      


          (20) 
 
ilişkisi yazılabilir. Eğer bu enerji farkı sürekli 
sisteme ilişkin enerji fonksiyonu cinsinden, 
 
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
( , )k 1 k k 1 k k 1 k
H x H x H x H x
x x
T T
  
 
      (21) 
 
biçiminde ifade edilirse, 
 
( ) ( )ˆ( )T k 1 kk
H x H x
H J R x H
T
     
 
            (22) 
 
eşitliği sağlayan bir ˆ( )kR x ‟in var olduğu söyle-
nebilir. Sonuç olarak, özellikle düşük örnekleme 
periyodu ile çalışıldığında, Teorem 1‟deki HJI 
koşulu kullanılırken, bu irdeleme göz önünde 
bulundurulmalıdır. T 0  için (21) ilişkisindeki 
fazla terimin sıfıra gideceği açıktır-
( , )k 1 kx x 0   -. 
Ayrık-gradyan 
İzleyen bölümde, ayrık-gradyan ifadesi için aşağı-
da önerilmiş olan tanım kullanılacaktır. 
Tanım 2- Sistem (1)‟e ilişkin enerji fonksiyonu-
nu, 
 
( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )T 1
1
H q p K q p P q p M q p P q
2
   
    
(23)
 
 
olsun ve ( )grP q  matrisi ( ) ( )grP q P q q   şeklinde 
tanımlansın. Enerji fonksiyonun aşağıdaki biçim-
de verilmiş olan gradyanını ele alalım. 
 
( ) ( , )
( , ) ( , )
( )
gr
1
P q S q p q q
H q p Q q p
0 M q p p
     
       
           
(24) 
 
( )
( )
( , )
( )
1
T
1
1
T
2
1
T
n
M q
p
q
M q
p
S q p q
M q
p
q



  
  
  
 
  
    
 
 
 
  
    
 
(25) 
 
O halde ( , )H q p ‟nin ayrık-gradyanı için, 
 
,
k 1 k
k k 1
q q
q
2



 , ,
k 1 k
k k 1
p p
p
2



     (26) 
 
ifadeleri ile, 
 
,
, ,
,
( , )
k k 1
k k 1 k k 1
k k 1
q
H Q q p
p

 

 
   
   
(27) 
 
tanımlaması yapılabilir. 
 
Kolayca görülebilir ki, doğrusal (seperable) Ha-
miltonian sistemler için, yukarıda tanımlanmış 
olan ayrık-gradyan, Tanım 1‟deki koşulların her 
ikisini de tam olarak sağlamakta, ancak, doğrusal 
olmayan (non-separable) durumda birinci koşulu 
tam olarak sağlamamaktadır. 
 
İlerideki kullanım için ayrık-gradyan H  ifade-
sinden qH  ve pH  ilişkilerini aşağıdaki gibi 
ayrıştırmak uygun olacaktır. 
 
, , , ,
, ,
,
,
( , ) ( , )
( , )
qr k k 1 k k 1 k k 1 k k 1
1
k k 1 k k 1
k k 1
k k 1
P q p S q p
H
0 M q p
q
p
   

 


 
   
 
 
 
 
 
(28) 
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, , ,
, , ,
( , )
( , )
q q q qr k k 1 k k 1 k k 1
k k 1 k k 1 k k 1
H K P P q p q
S q p p
  
  
   

 (29) 
 
, , ,( , )
1
p p k k 1 k k 1 k k 1H K M q p p

        (30) 
 
Nedensellik sorunundan kaçınmak için birinci de-
receden tutucu mekanizmasından esinlenilerek, 
qk+1 ve pk+1‟nin hesabında, 
 
( )
( )
k 1 k k k 1 k k 1
k 1 k k k 1 k k 1
p p p p 2p p
q q q q 2q q
  
  
    
    
 
(31)
 
 
yaklaşıklıkları kullanılmıştır. Bu ilişkiler (26-30)‟ 
da kullanıldığında, 
 
,
k k 1
k k 1
3p p
p
2



 , ,
k k 1
k k 1
3q q
q
2




   
(32) 
 
( , )1 k k 1 k k 1 k k 1p
3q q 3p p 3p p
H M
2 2 2
         
 
    (33) 
 
elde edilir. Son ifade, gelecek bölümde verilecek 
örnekte kontrol kuralı (12)‟nin gerçeklemesi sıra-
sında pH  terimi için kullanılacaktır. 
 
Tanım 2‟de yapılan ayrık-gradyan tanımı kullanı-
larak elde edilen kontrol kuralının hesap karma-
şıklığının, emulatör kontrolün hesap karmaşıklığı 
ile yaklaşık aynı olduğuna dikkat edilmelidir. Bu 
özellik endüstriyel uygulamalarda önemli bir yarar 
sağlar. 
Örnek ve benzetim sonuçları  
Önerilen doğrudan ayrık tasarım yönteminin 
başarımını inceleyebilmek için kapı-kontrollü 
sürekli Hamiltonian modeli aşağıdaki gibi olan 
çift sarkaç sistemi ele alınmıştır. 
 
( ( , )) ( , )
( ) ( )
( ) ( ) ( , )
1 2
T
1
0 0q
J R q p H q p w u
g q g qp
y t 0 g q H q p
    
        
     
   
( ) , ( ) ,
.
1 2 2 2
2
0 0
g q I g q I R
0 0 5 I
 
    
 
 
 
Bu sisteme ilişkin Hamiltonian fonksiyonu, 
( ) cos( )
cos( ) )
2
1 1 2 2 1 2 1 2
2
2 1 2 1 2 2 2
l m m m l l q q
M
m l l q q l m
  
  
 
 ( ) cos ( ) cos2 2 2 1 2 1 1P q m gl q m m gl q     
 
olmak üzere, 
 
( , ) ( ) ( )T 1
1
H q p p M q p P q
2
   
 
biçimindedir ve burada 
1 2m m 1kg  , 
.1l 0 2m , .2l 0 3m ve .g 0 98ms ‟dır. 
 
Kontrol kuralını türetebilmek için, ceza değiş-
kenindeki (penalty signal) ağırlık katsayıları  
k 2d I  ve .T 0 04  seçilmiştir, bu koşullarda 
(11)‟deki HJI‟yi sağlayan 28   olarak bu-
lunmuştur. Son olarak kontrol kuralı 
.k pu 1 12 H    biçiminde elde edilmiştir. 
 
Benzetimlerde sistem denge durumunda iken 1-
3sn aralıklarında bozucu olarak .w 3 5N  gen-
likli basamak işareti uygulanmıştır. Açık çev-
rimli sistemin momentum ve konum değişkenle-
rinin bozucu atındaki zamana göre değişimi, 
Şekil 1 ve Şekil 2‟de verilmiştir. 
 
Doğrudan ayrık tasarımla elde edilen kontrol 
kuralı, sürekli kontrol kuralı ve emulator kontrol 
kuralı kullanılarak elde edilen kapalı çevrimli 
sistemin değişkenlerinin zamana göre değişimi, 
Şekil 3-Şekil 6‟da topluca verilmiştir. 
 
 
 
Şekil 1. Bozucunun açık çevrimli çift sarkaç  
sisteminin momentum değişkenlerindeki etkisi 
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Şekil 2. Bozucunun açık çevrimli çift sarkaç  
sisteminin konum değişkenlerindeki etkisi 
 
 
 
Şekil 3. Kontrol edilmiş çift sarkaç sisteminin p1 
durum değişkenin zaman göre değişimi  
 
 
 
Şekil 4. Kontrol edilmiş çift sarkaç sisteminin p2 
durum değişkenin zamana göre değişimi 
 
 
Şekil 5. Kontrol edilmiş çift sarkaç sisteminin q1 
durum değişkenin zaman göre değişimi 
 
 
 
Şekil 6. Kontrol edilmiş çift sarkaç sisteminin q2 
durum değişkenin zaman göre değişimi 
 
Şekil 3-6‟da görüldüğü gibi bu tezde geliştirilen 
yöntem kullanılarak elde edilen ayrık zamanlı 
kontrolör, sürekli-zamanlı kontrolörle yakın bir 
başarıma sahip iken, seçilen örnekleme zama-
nında emulatör kontrolör sistemi kararsız kıl-
maktadır. Kontrol işaretlerinin zamana göre de-
ğişimi Şekil 7 ve Şekil 8‟de görülebilir. 
Sonuçlar 
n-serbestik dereceli mekanik sistemler için bo-
zucu bastırma problemi ele alınmıştır. Proble-
min ayrık zamanlı statik durum geribesleme 
kontrol kuralı kullanıldığında çözümünün varlı-
ğına ilişkin yeter koşul verilmiştir. Kontrol ku-
ralı çift sarkaç sistemine uygulanarak benzetim 
yoluyla başarımı sınanmıştır. Benzetim sonuçla-
rı, bu çalışmada önerilen doğrudan ayrık tasarım 
ile elde edilen ayrık zamanlı bozucu bastırma 
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kontrol kuralının emulatör kontrol kuralına göre 
daha yüksek başarıma sahip olduğunu göster-
mektedir. Ayrıca önerilen kontrol kuralının he-
sap karmaşıklığı, emulatör kontrolün karmaşık-
lığı ile hemen hemen aynıdır. Bu özellik öneri-
len yöntemin endüstriyel uygulamalarda kulla-
nımı açısından önemlidir. 
 
 
 
Şekil 7. Kontrol girişi u1’in zaman göre değişimi 
 
 
 
Şekil 8. Kontrol girişi u2’nin zaman göre  
değişimi 
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